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अध्याय 2 


बहुपद 
Mm ।//फ. 


2. भूमिका 


पिछली कक्षाओं में, आप बीजीय व्यंजकों और उनके जोड़, घटाना, गुणा और भाग का 
अध्ययन कर चुके हैं। वहाँ आप यह भी अध्ययन कर चुके हैं कि किस प्रकार कुछ बीजीय 
व्यंजकों का गुणनखंडन किया जाता है। आप निम्न बीजीय सर्वसमिकाओं और उनका 
गुणनखंडन में उपयोग का पुनःस्मरण कर सकते हैं: 

(४ + 9) ८ ४ +2y+y’ 

(७- 9) =x - 220 + ४7 
और, 2-४८ (+) (४-39) 
इस अध्याय में, सबसे पहले एक विशेष प्रकार के बीजीय व्यंजक का, जिसे बहुपद 
(ए०।५॥०॥०।) कहा जाता है, और उससे संबद्ध शब्दावली (४०"min०।०६४) का अध्ययन करेंगे। 
यहाँ हम शेषफल प्रमेय (Remainder Theorem), गुणनखंड प्रमेय (Factor Theorem) और 
बहुपदों के गुणनखंडन में इनके उपयोग का भी अध्ययन करेंगे। इनके अतिरिक्त, हम कुछ 
और बीजीय सर्वसमिकाओं का और कुछ दिए हुए व्यंजकों का गुणनखंडन करने तथा मान 
निकालने के बारे में भी अध्ययन करेंगे। 


2.2 एक चर वाले बहुपद 


सबसे पहले हम याद करेंगे कि चर को एक प्रतीक से प्रकट किया जाता है जो कोई भी 
वास्तविक मान धारण कर सकता है। हम चरों को अक्षरों +, », 2, आदि से प्रकट करते हैं। ध्यान 


रहे कि 25, 3%, - ‰, ठ बीजीय व्यंजक हैं। ये सभी व्यंजक, (एक अचर) ५+ के रूप के 
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हैं। अब मान लीजिए कि हम एक ऐसा व्यंजक लिखना चाहते हैं जो कि (एक अचर) » (एक 
चर) है और हम यह नहीं जानते कि अचर क्या है। ऐसी स्थितियों में, हम अचर को ८, ७, ८ 
आदि से प्रकट करते हैं। अतः व्यंजक, मान लीजिए, ८५ होगा। 


फिर भी, अचर को प्रकट करने वाले अक्षर और चर को प्रकट करने वाले अक्षर में अंतर 
होता है। एक विशेष स्थिति में अचरों के मान सदा समान बने रहते हैं। अर्थात्‌ एक दी हुई 
समस्या में अचर के मान में कोई परिवर्तन नहीं होता। परन्तु चर के मान में परिवर्तन होता 
रहता है। 

अब 3 एकक की भुजा वाला एक वर्ग लीजिए (देखिए 3 
आकृति 2.।)। इसका परिमाप (००१९४९४) क्या है? आप जानते 
हैं कि वर्ग का परिमाप चारों भुजाओं की लंबाइयों का जोड़ होता 3 3 
है। यहाँ प्रत्येक भुजा की लंबाई 3 एकक है। अतः इसका परिमाप 
4 » 3 अर्थात्‌ 2 एकक है। यदि वर्ग की प्रत्येक भुजा ।0 एकक 3 
हो, तो परिमाप क्या होगा? परिमाप 4 »% ।0 अर्थात्‌ 40 एकक आकृति 2.7 
होगा। यदि प्रत्येक भुजा की लंबाई ५ एकक हो (देखिए आकृति 
2.2), तो परिमाप 4" एकक होता है। अतः हम यह पाते हैं कि 5 +  ए 
भुजा की लंबाई में परिवर्तन होने पर परिमाप बदल जाता है। 


क्या आप वर्ग (२५ का क्षेत्रफल ज्ञात कर सकते हैं? यह > x 
*%*=%? वर्ग एकक (मात्रक) है। # एक बीजीय व्यंजक है। 
आप 2, »? + 2%,  - +२ +4४ +7 जैसे अन्य बीजीय व्यंजकों से ? र Q 


भी परिचित हैं। ध्यान दीजिए कि अभी तक लिए गए सभी बीजीय 
व्यंजकों में चर के घातांक पूर्ण संख्या ही रहे हैं। इस रूप के 
व्यंजकों को एक चर वाला बहुपद (०।)॥०॥०।5 in ०8८ ५०7।०७।९) कहा जाता है। ऊपर दिए 
गए उदाहरणों में चर+ है। उदाहरण के लिए, + -+?+4४+7, चर + में एक बहुपद है। इसी 
प्रकार 3? + 5), चर) में एक बहुपद है और # +4, चर /में एक बहुपद है। 

बहुपद ५? + 2+ में व्यंजक ५? और 2+ बहुपद के पद (४८/५) कहे जाते हैं। इसी प्रकार, 
बहुपद 3+ 5) +7 में तीन पद अर्थात्‌ 39, 5 और 7 है। क्या आप बहुपद 
-* +4 +7*४-2 के पद लिख सकते हैं? इस बहुपद के चार पद अर्थात्‌ -%, 40, 75 
और -2 हैं। 

बहुपद के प्रत्येक पद का एक गुणांक (८०९८००!) होता है। अतः, -% + 402 + 7+ -2 
में + का गुणांक -] है, » का गुणांक 4 है, + का गुणांक 7 है और % का गुणांक -2 है 


आकृति 2.2 
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(स्मरण रहे कि +? = | है)। क्या आप जानते हैं कि +*-++7 में » का गुणांक क्या है? 
* का गुणांक -। है। 

ध्यान रहे कि 2 भी एक बहुपद है। वस्तुतः 2, -5, 7 आदि अचर बहुपदो (८०॥५।०॥ 
polynomicis) के उदाहरण हैं। अचर बहुपद 0 को शून्य बहुपद कहा जाता है। साथ ही, जैसा 
कि उच्च कक्षाओं में आप देखेंगे, सभी बहुपदों के संग्रह में शून्य बहुपद एक अति महत्वपूर्ण 
भूमिका निभाता है। 


l 
अब आप ५+ - ५५ +3 और ३/५ + )ˆ जैसे बीजीय व्यंजक लीजिए। क्या आप जानते 
हे हैं? यहाँ । 
हैं कि आप++ त 7४+»' लिख सकते हैं? यहाँ दूसरे पद अर्थात्‌ »' का घातांक -] हे 
जो एक पूर्ण संख्या नहीं है। अतः यह बीजीय व्यंजक एक बहुपद नहीं है। साथ ही, |+ + 3 


को +? +3 के रूप में लिखा जा सकता है। यहाँ: का घातांक 5 है, जो कि एक पूर्ण संख्या 
नहीं है। तो क्या आप यह समझते हैं कि /# +3 एक बहुपद है? नहीं, यह एक बहुपद नहीं 
है। क्या ३/५ +)? एक बहुपद है? यह भी एक बहुपद नहीं है। (क्यों?) 
यदि एक बहुपद में चर + हो, तो हम बहुपद को /(%) या 4(७ या 7(%), आदि से प्रकट 
कर सकते हैं, उदाहरण के लिए, हम यह लिख सकते हैं: 
7200) 5 2x + 55 - 3 
qe) =x -l 
ro=y’+y+l 
su)=2-u-— uw + 6 
बहुपद में परिमित संख्या में कितने भी पद हो सकते हैं। उदाहरण के लिए, 
४50 + +9 + ... + ४२ + ४ + । एक बहुपद है, जिसमें 5 पद हैं। 
अब बहुपद 25 2, 50, -5+?, » और ॥* लीजिए। क्या आप देखते हैं कि इन बहुपदों में 
से प्रत्येक बहुपद का केवल एक पद है। केवल एक पद वाले बहुपद को एकपदी 
(mon०m०)) कहा जाता है। (अंग्रेजी शब्द 'M०॥०' का अर्थ है “एक”)। 
अब नीचे दिए गए बहुपदों में से प्रत्येक पर ध्यान दीजिए: 
po)=x+Tl, qo) =x - 5, r=y°+l, tu) = un 
यहाँ प्रत्येक बहुपद में कितने पद हैं? इनमें से प्रत्येक बहुपद में केवल दो पद हैं। 
केवल दो पदों वाले बहुपदों को द्विपद (७n०॥]5) कहा जाता है। (अंग्रेजी शब्द ७!” 
का अर्थ है “दो”)। 
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इसी प्रकार, केवल तीन पदों वाले बहुपदों को त्रिपद (#7४०#74/5) कहा जाता है। (अंग्रेजी 
शब्द ५7! का अर्थ है “तीन”)। त्रिपद के कुछ उदाहरण ये हें: 

7200) 5८ ४ + ४ + 7, qo) 5/2 +४- ४, 

7(४) ८ ४+ ४ - 2, i=y'+y+5 

अब बहुपद (३) = 3+? - 4७ + « + 9 को देखिए। इसमें + की अधिकतम घात वाला पद 
कौन-सा है? यह पद 3%? है। इस पद में + का घातांक 7 है। इसी प्रकार, बहुपद 
40) = 5५ -45?-6 में » की अधिकतम घात वाला पद 5+ है और इस पद में » का घातांक 
6 है। एक बहुपद में चर की अधिकतम घात वाले पद के घातांक को बहुपद की घात 
(degree of the polynomial) कहा जाता है। अतः बहुपद्‌ 3४ -4% + ४ + 9 की घात7 है 
और बहुपद 5६ - 4)? -6 की घात 6 है। एक शून्येतर अचर बहुपद की घात शून्य होती 


है। 


उदाहरण | : नीचे दिए गए प्रत्येक बहुपद को घात ज्ञात कीजिए: 
x -x+3 (i) 2 - yy’ + 2) (iii) 2 

हल : 6) चर का अधिकतम घातांक 5 है। अतः बहुपद को घात 5 है। 
(४) चर का अधिकतम घातांक 8 हे। अतः बहुपद की घात 8 है। 
(४) यहाँ केवल एक पद 2 है जिसे2% के रूप में लिखा जा सकता है। अतः + का घातांक 

0 है। इसलिए, बहुपद की घात 0 है। 

अब बहुपदों (४) = 4४+ 5, 4()) = 2); 7) = + ४2 और ५(४) = 3 -॥ को लीजिए। क्या 
इनमें कोई सर्वनिष्ठ तथ्य देखने को मिलता है? इनमें प्रत्येक बहुपद की घात एक है। एक 
घात वाले बहुपद को रैखिक बहुपद (९० ०।)7०॥।०/) कहा जाता है। एक चर में कुछ 
और रैखिक बहुपद 2+-।, ५2 /+ और 2 - ४ हैं। अब क्या+ में तीन पदों वाला एक रैखिक 
बहुपद हम ज्ञात कर सकते हैं? हम एक ऐसा रैखिक बहुपद ज्ञात नहीं कर सकते, क्योंकि 
» में एक रैखिक बहुपद में अधिक से अधिक दो पद हो सकते हैं। अतः > में कोई भी रैखिक 
बहुपद ८४+ के रूप का होगा, जहाँ ८ और अचर हैं और ८0 है। (क्यों?) इसी प्रकार 
८) + ४, » में एक रैखिक बहुपद है। 

अब आप निम्नलिखित बहुपदों को लीजिए: 

2 
2x +5, Sx + 3४ + 7, xX? और +? + ड 

क्या आप इस बात से सहमत हैं कि ऊपर दिए गए सभी बहुपद घात 2 वाले हैं? घात 

2 वाले बहुपद्‌ को द्रिघाती या द्विघात बहुपद (quadratic polynomial) कहा जाता है। 
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द्विघाती बहुपद के कुछ उदाहरण 5 - )?, 4) + 5)? और 6 - + - )? हैं। क्या आप एक चर में 
चार अलग-अलग पदों वाले एक द्विघाती बहुपद को लिख सकते हैं? आप देखेंगे कि एक 
चर में एक द्विघाती बहुपद के अधिक से अधिक 3 पद होंगे। यदि आप कुछ और द्विघाती 
पद बना सकें तो आप पाएँगे कि » में कोई भी द्विघाती बहुपद ८४? + ४४ +८ के रूप का होगा, 
जहाँ ८ # 0 और ८, ५, ८ अचर हैं। इसी प्रकार, » में द्विघाती बहुपद ८)?+)+८के रूप का 
होगा, जबकि ८ #0 और ८, ७, ८ अचर हों। 


तीन घात वाले बहुपद को त्रिघाती बहुपद (८८ ॥०।)॥०॥/०।) कहा जाता है। + में एक 
त्रिघाती बहुपद के कुछ उदाहरण 4%, 2. + ],5x +x ,6x - 5, 6- और 
2% +4% + 6*+7 हैं। आपके विचार से एक चर में त्रिघाती बहुपद में कितने पद हो सकते 
हैं? अधिक से अधिक 4 पद हो सकते हैं। इन्हें ८१ + ७४: + ८४+ 4 के रूप में लिखा जा 
सकता है, जहाँ ०४0 और ०, ४, ८ और 4 अचर हें। 


अभी आपने देखा है कि घात ।, घात 2 या घात 3 वाले बहुपद देखने में लगभग समान 
ही लगते हैं, तो क्या आप एक चर में, घात # वाला एक बहुपद लिख सकते हैं, जहाँ # 
कोई प्राकृत संख्या है? एक चर में, घात # वाला बहुपद निम्न रूप का एक व्यंजक होता हैः 

CST Wg OEY Se 

जहाँ ८, ०, ८, . . ., ८, अचर हैं और ८, # 0 है। 

विशेष रूप में, यदि ८ = ०, = ०, =०, = . . .= ५, = 0 हो (सभी अचर शून्य हों), तो 
हमें शून्य बहुपद (०९० ॥०।४॥०।॥॥) प्राप्त होता है, जिसे से प्रकट किया जाता है। शून्य 
बहुपद की घात क्या होती है? शून्य बहुपद की घात परिभाषित नहीं है। 

अभी तक हमने केवल एक चर वाले बहुपदों के बारे में अध्ययन किया है। हम एक 
से अधिक चरों वाले बहुपद भी प्राप्त कर सकते हैं। उदाहरण के लिए, +? + ५? + १५2 (जहाँ 
चर », ५ और 2 हैं) तीन चरों में एक बहुपद है। इसी प्रकार, 7? + ५० +7 (जहाँ चर 7, 
4 और 7 हैं), ॥ + ५ (जहाँ चर ४ और „ हैं) क्रमशः तीन चरों और दो चरों में (वाले) 
बहुपद हैं। इस प्रकार के बहुपदों का विस्तार से अध्ययन हम बाद में करेंगे। 


प्रश्‍नावली 2. 


।. निम्नलिखित व्यंजकों में कौन-कौन एक चर में बहुपद हैं और कौन-कौन नहीं हैं? कारण के 
साथ अपने उत्तर दीजिए : 
6) 4x-3x+7 Gi) J+ J2 (ii 3Yt +iN2 


2 
(y+ (५) x+y +f 
y 
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2. निम्नलिखित में से प्रत्येक में +? का गुणांक लिखिए: 
6) 2+x+x 0) 2-2 + 0 (कं) 5 x +x Gv) J2x—l 


3. 35 घात के द्विपद का और ।00 घात के एकपदी का एक-एक उदाहरण दीजिए। 
4. निम्नलिखित बहुपदों में से प्रत्येक बहुपद की घात लिखिए : 


6) 50+4:20+ 75 0) 4-3४ 
Gi) 5- 7 Gv) 3 
5. बताइए कि निम्नलिखित बहुपदों में कौन-कौन बहुपद रैखिक हैं, कौन-कौन द्विघाती हैं और 
कौन-कौन त्रिघाती हैं: 
6) #+> Gx Gi) y+y?+4 Gv) I+ 


(v) 3f (सं) 72 (vii) 78 


2.3 बहुपद के शून्यक 


निम्नलिखित बहुपद लीजिए; 
pO) = 5.0 - 27 + 30 - 2 


यदि /(४ में सर्वत्र + के स्थान पर ] प्रतिस्थापित करें, तो हमें यह प्राप्त होता हैः 
pO=5x(-2x(l+3x(Il)-2 
= 52 +32 
= 4 
अतः, हम यह कह सकते हैं कि &- पर 7(४) का मान 4 है। 
इसी प्रकार, p(0) = 5(0) - 2(0)? + 3(0) -2 
= -2 
क्या आप (-) ज्ञात कर सकते हैं? 
उदाहरण 2 : चरों के दिए गए मान पर नीचे दिए गए प्रत्येक बहुपद का मान ज्ञात कीजिए: 
06) + = । पर (४) = 5५? -3+ +7 का मान 
() ५ = 2 पर 40) = 3) - 4) + 'ी। का मान 
(i) ! = ८ पर #0) = 4/ + 57 - £? + 6 का मान 
हल: 6) #(0 = 5.४ - 3+ +7 
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*= | पर बहुपद (४) का मान यह होता हैः 
pC) = 5S)? -3(I) +7 
=5-3+7=9 
Gi) 40) =3y°-4y + Ml 
५=2 पर बहुपद 40) का मान यह होता हैः 
4(2) = 30) - 4(2) + NII =24-8+NIl =I6+MII 
Gii) p=4t+5P-+6 
!= ० पर बहुपद /(/) का मान यह होता हैः 
pla) =4a' +5 - 6 +6 

अब बहुपद /() = + - । लीजिए। 

?(!) क्या है? ध्यान दीजिए कि /(।) = । - । = 0 है। 

क्योंकि /(।) = 0 है, इसलिए हम यह कहते हैं कि ।, बहुपद ॥(%) का एक शून्यक 
(Zero) है। 

इसी प्रकार, आप यह देख सकते हैं कि 2, (४) का एक शून्यक है, जहाँ 
4(०) 5८ ४ - 2 है। 

व्यापक रूप में, हम यह कहते हैं कि बहुपद ॥(%) का शून्यक एक ऐसी संख्या ८ है 
कि pc) =0 हो। 

इस बात की ओर आपने अवश्य ध्यान दिया होगा कि बहुपद (४-॥) का शून्यक इस 
बहुपद को 0 के समीकृत करके प्राप्त किया जाता है। अर्थात्‌ + - । = 0, जिससे + = । प्राप्त 
होता है। तब हम कहते हैं कि 7(#) = 0 एक बहुपद समीकरण है और । इस बहुपद समीकरण 
ए) = 0 का एक मूल है। अतः हम यह कहते हैं कि ।, बहुपद +- । का शून्यक है या 
यह बहुपद समीकरण ५- । = 0 का एक मूल (7००!) है। 

अब अचर बहुपद 5 लीजिए। क्‍या आप बता सकते हैं कि इसका शून्यक क्या है? इस 
बहुपद का कोई शून्यक नहीं है, क्योंकि 5+? में + के स्थान पर किसी भी संख्या को 
प्रतिस्थापित करने पर हमें 5 ही प्राप्त होता है। वस्तुतः, एक शून्येतर अचर बहुपद का कोई 
शून्यक नहीं होता। अब प्रश्‍न उठता है कि शून्य बहुपद के शून्यकों के बारे में क्या कहा जाए। 
परंपरा के अनुसार प्रत्येक वास्तविक सख्या शून्य बहुपद का एक शून्यक होती है। 
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उदाहरण 3 : जाँच कीजिए कि -2 और 2 बहुपद # + 2 के शून्यक हैं या नहीं। 

हल : मान लीजिए p= x+2 

तब /(2)=2+2=4, p(2)= -2+2=0 

अतः -2 बहुपद + + 2 का एक शून्यक है, परन्तु 2 बहुपद ५ +2 का शून्यक नहीं है। 
उदाहरण 4 : बहुपद (४) = 2+ + | का एक शून्यक ज्ञात कीजिए। 

हल : (४) का शून्यक ज्ञात करना वैसा ही है जैसा कि समीकरण 


pK) 5 0 
को हल करना। 


हमें ] 
अब 2५+।=0से हमें « = - प्रप्त होता है। 


| 
अतः, 7 बहुपद 2% + | का एक शून्यक है। 


अब, यदि (३) = ८४ + ७, ८ # 0 एक रैखिक बहुपद हो, तो हम इस #(७ का शून्यक 
किस प्रकार ज्ञात कर सकते हैं? उदाहरण 4 से आपको इसका कुछ संकेत मिल सकता 
है। बहुपद #(») का शून्यक ज्ञात करने का अर्थ है बहुपद समीकरण #(४ = 0 को हल करना। 


अब (४) = 0 का अर्थ है ax+b=0,a¥#0 
अतः, ax =—b 

b 
अर्थात्‌ x= 


a 
अतः, + = -- ही केवल (%) का शून्यक है, अर्थात्‌ रेखिक बहुपद का एक और केवल 
एक शून्यक होता है। 
अब हम यह कह सकते हैं कि ।, «- का केवल एक शून्यक है और-2,++2 का केवल 
एक शून्यक है। 
उदाहरण 5 : सत्यापित कीजिए कि 2 और 0 बहुपद +? - 2+ के शून्यक हैं। 
हल : मान लीजिए pE) =x? - 2x 
तब pO)=2?-4=4-4=0 
और p(O)=0-0=0 
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अतः, 2 और 0 दोनों ही बहुपद »? - 2+ के शून्यक हैं। 
आइए अब हम अपने प्रेक्षणों की सूची बनाएँ: 
।. आवश्यक नहीं है कि बहुपद का शून्यक शून्य ही हो। 
2. 0, बहुपद का एक शून्यक हो सकता है। 
3. प्रत्येक रैखिक बहुपद का एक और केवल एक शून्यक होता है। 
4. एक बहुपद के एक से अधिक शून्यक हो सकते हैं। 


प्रश्नावली 2.2 


।. निम्नलिखित पर बहुपद 5+- 4+? +3 के मान ज्ञात कीजिए: 
6) x=0 Gi) x=-] Gi) x=2 
2. निम्नलिखित बहुपदो में से प्रत्येक बहुपद के लिए (0), 7(!) और 7(2) ज्ञात कीजिए: 
6) pO)=y-y+l 0) ७90) < 2+/+ 27 -/* 
iD 70० Gv) po)=G-DE+]) 
3. सत्यापित कीजिए कि दिखाए गए मान निम्नलिखित स्थितियों में संगत बहुपद के शून्यक हैं: 


| 4 
0) pE)=3x+l;x= 3 GD pE)=5x-T; x= ड 
Gil po)=x lI, x=l,-l Gv) pE)=G+I)G—2); x=—-],2 
(०) pE)=x; x=0 (VD) 7(0) 5 (४ + का x= बल 
(vi) px) = 3: l; x= हित हित (vii) pQ)=2x+l; x= 7 
4. निम्नलिखित स्थितियों में से प्रत्येक स्थिति में बहुपद का शून्यक ज्ञात कीजिए : 
6) pO)=x+5 पी) pE)=x—5 Gi) po) 5 2४+ 5 
Gv) po) 5 3४- 2 (५) pO) 5 35% (Vv) po)=ax;as0 


(शी) 90 5८४+ 4; ०# 0, ०, 4 वास्तविक संख्याएँ हैं। 


2.4 शेषफल प्रमेय 


आइए हम दो संख्याएँ ।5 और 6 लें। आप जानते हैं कि जब हम 5 को 6 से भाग देते 
हैं, तो हमें भागफल 2 और शेषफल 3 प्राप्त होता है। क्या आप जानते हैं कि इस तथ्य को 
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किस प्रकार व्यक्त किया जाता है? हम ]5 को इस रूप में लिखते हैं: 
I5= (2x6)+3 
हम यहाँ देखते हैं कि शेषफल 3 भाजक 6 से कम है। इसी प्रकार, यदि हम 2 को 
6 से भाग दें, तो हमें प्राप्त होता हे: 
I2=(2x6)+0 
यहाँ पर शेषफल क्या है? यहाँ पर शेषफल शून्य है। हम यह कहते हैं कि 6, ।2 का 
एक गुणनख'ड (/८४०7) है या ।2, 6 का एक गुणज (४/८) है। 


अब प्रश्‍न यह उठता है कि क्या हम एक बहुपद को दूसरे बहुपद से भाग दे सकते हैं? 
आइए सबसे पहले हम इसे हल करने का प्रयास करें और यह तब करें जबकि भाजक एक 
एकपदी हो। 


अतः आइए हम बहुपद 2» + +? ++ को एकपदी + से भाग दें। 


2% YN » 
(2४7 + ४ + 3) + Se की एप / ८ 
जे हि नल 
2x +x कं 
यहाँ आप यह देख सकते हैं कि 2+ ++? +% के प्रत्येक पद में » सर्वनिष्ठ है। अतः 
हम 2% +5 +४ को +(2%+४+]) के रूप में लिख सकते हैं। 
तब हम यह कहते हैं कि + और 2४+ ++ । बहुपद 2%? + +? + + के गुणनखंड हैं, और 
2% ++ +% ४ का एक गुणज है और 2४+ ४+ । का भी एक गुणज है। 
बहुपदों 3५ +++ । और » का एक अन्य युग्म लीजिए। 
यहाँ GP+x+D+x=(GR+N+(r+N)+(l+2) है। 
हम देखते हैं कि । को » से भाग देने पर हमें एक बहुपद प्राप्त नहीं हो सकता। अतः 
इस स्थिति में हम रुक जाते हैं और देखते हैं कि शेषफल । है। अतः 
3x +x+l= {Gx+Ixx}+l 


यहाँ भागफल 3४+ । है और शेषफल । है। क्या आप यह सोच सकते हैं कि + बहुपद 
3+ ४+ । का एक गुणनखंड है? क्योंकि शेषफल शून्य नहीं है, इसलिए यह गुणनखंड नहीं 


है। 
आइए अब हम एक बहुपद को एक-दूसरे शून्येतर बहुपद से भाग दें। 
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उदाहरण 6 : 7(%) को ४(० से भाग दीजिए, जहाँ (४) = ++ 3.2 - । और (१) = । ++ है। 
हल : हम भाग देने के प्रक्रम को निम्नलिखित चरणों में करते हैं: 

चरण । : भाज्य + + 3४2 - । और भाजक (। ++) को मानक रूप में लिखते हैं, अर्थात्‌ पदों 
को उनको घातों के अवरोही क्रम (descending order) में लिखते हैं। 

अतः भाज्य : 3%? + » -।, भाजक : ५+ । 

चरण 2: हम भाज्य के पहले पद को भाजक के 32 

पहले पद से भाग देते हैं, अर्थात्‌ हम3४ को ५ से ¬ =32= भागफल का पहला पद 


भाग देते हैं और हमें 35 प्राप्त होता है। यह भागफल 
का पहला पद्‌ होता है। 


3x 
चरण 3: हम भाजक को भागफल के पहले पद से LO Fa 
गुणा करते हैं और इस गुणनफल को भाज्य से घटा Mo 


देते हैं, अर्थात्‌ हम »+। को 3: से गुणा करते हैं च 
और गुणनफल 3+? + 3+ को भाज्य 3५? + + = | से | 
घटाते हैं। इससे हमें शेषफल -2४-] प्राप्त होता है। 


चरण 4 : हम शेषफल -2£- | को नया _2४ 
भाज्य मान लेते हैं। भाजक वही बना रहता ह. 
है। चरण 2 को पुनः लागू करने पर, हमें = भागफल का दूसरा पद 
भागफल का अगला पद प्राप्त होता है। 

अर्थात्‌ (नए) भाज्य के पहले पद्‌ - 2+ को 

भाजक के पहले पद + से भाग देते हैं और 

हमें - 2 प्राप्त होता है। इस तरह, भागफल का 

दूसरा पद - 2 है। 


=? नया भागफल 
= 3x- 2 


चरण 5: हम भाजक को भागफल के दूसरे पद (४+ DC?) ह =] 
से गुणा करते हैं और इस गुणनफल को भाज्य =-2५-2 |-2x-2 
से घटाते हैं। अर्थात्‌ हम ++ । को -2 से गुणा 
करते हैं और गुणनफल - 2४-2 को भाज्य 
-2»- | से घटाते हैं। इससे शेषफल के रूप में 
हमें । प्राप्त होता है। 
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यह प्रक्रम हम तब तक करते रहते हैं जब तक कि नए भाज्य की घात भाजक की घात से 
कम नहीं हो जाती। इस चरण पर, भाज्य शेषफल हो जाता है और भागफलों के योगफल से 
हमें पूर्ण भागफल प्राप्त हो जाता है। 


चरण 6 : इस तरह पूरा भागफल 3% -2 है और शेषफल । है। 


आइए हम देखें कि पूरे प्रक्रम में हमने क्या-क्या किया है। 
3x2 


x+ J 32+%-] | 3x +x] 


3x° + 3x 
—2x-] 
—2x—-2 
+ + 
] 
ध्यान दीजिए कि 37 +ऋ#- ८ (४+ ) (35-22) + ! 
अर्थात्‌ भाज्य = ( भाजक » भागफल ) + शेषफल 


व्यापक रूप में, यदि 7(४) और ४(७ ऐसे दो बहुपद हों कि (+) की घात > (४) की घात 
और ४(४) # 0 है, तो हम ऐसे बहुपद (४) और (2) प्राप्त कर सकते हैं जिससे कि 


PE) = g0)qO) + 7०), 


जहाँ /(४) = 0 या 7४) की घात < ४८७) की घात। यहाँ हम कह सकते हैं कि 7(%) को () 
से भाग देने पर भागफल ५(४) और शेषफल 7() प्राप्त होता है। 


ऊपर के उदाहरण में, भाजक एक रैखिक बहुपद था। ऐसी स्थिति में आइए हम देखें कि 
शेषफल और भाज्य के कुछ मानों में कोई संबंध है या नहीं। 


(0 5 3:02 + 5४ - | में + के स्थान पर -। प्रतिस्थापित करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 
pcD=3CI+(D-I=I 


अतः /(४) = 3४ +४- | को (£४+) से भाग देने पर जो शेषफल प्राप्त होता है, यह वही 
होता है जो कि बहुपद (४+ ) के शून्यक, अर्थात्‌ -] पर बहुपद (४) का मान होता है। 


आइए हम कुछ अन्य उदाहरण लें। 
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3%- को ~ - । से भाग 
हल : लंबे भाग से हमें यह प्राप्त होता है : 


Ax 





उदाहरण 7 : 3४ 
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[ग दीजिए। 


3x x -x-4 


एड के व आए गजब 


3x — 3x° 
् + 
— x —-3x-] 
— N+x 
+ न्ड 
न लक 
= जः 
Ax — l 
—4x+4 
रन न 
—5 


यहाँ शेषफल -5 है। अब+- का शून्यक | है। 
हैं कि 
p= 340-30) - | 
= {43 - 
5, जो कि शेषफल है। 


अतः (2) में « = । रखने पर हम यह पाते 


उदाहरण 8: #(0 = + । को + + | से भाग देने पर प्राप्त शेषफल ज्ञात कोजिए। 


हल : लंबे भाग से, 
xxl 
x+l Jes x +I] 
_ + 


2 


—-X +l 


XX 
+ + 


ऋ+ व 


_&४+ | 
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अतः, हमें शेषफल 0 प्राप्त होता है। 
यहाँ /(%) =+ +। है और ५+।=0 का मूल ऋ--] है। अतः 
pcD= (-)7+ | 
=-]+l 
= (0 
जो वास्तविक रूप से भाग देने पर प्राप्त शेषफल के बराबर है। 


क्या यह एक बहुपद को एक रैखिक बहुपद से भाग देने पर प्राप्त शेषफल ज्ञात करने की 
एक सरल विधि नहीं है? अब हम इस तथ्य को निम्नलिखित प्रमेय के रूप में प्रस्तुत करेंगे। 
हम यहाँ इस प्रमेय की उपपत्ति देकर यह भी दिखाएँगे कि यह प्रमेय सत्य क्यों है। 


शेषफल प्रमेय : मान लीजिए 7(%) एक से अधिक या एक के बराबर घात वाला एक बहुपद 
है और मान लीजिए ८ कोई वास्तविक सख्या हे। यदि 7(%) को रैखिक बहुपद ४-८ से भाग 
दिया जाए, तो शेषफल (८) होता है। 


उपपत्ति : मान लीजिए (४) एक या एक से अधिक घात वाला एक बहुपद है और मान 
लीजिए कि जब (४) को +-८ से भाग दिया जाता है, तो भागफल ५(४) होता है और शेषफल 
7(४) होता है। अर्थात्‌ 


PO) = (४ - 4) qo) + rE) 
क्योंकि ५-८ की घात । है और 7(४) की घात *-८ की घात से कम है, इसलिए /(2) 
की घात = 0 है। इसका अर्थ यह है कि 7(४) एक अचर है। मान लीजिए यह अचर # है। 


अतः, » के प्रत्येक मान के लिए 7%) = 7 है। 
इसलिए, pO) = (४- ८) 4९७0 + ४ 
विशेष रूप से, यदि ४ = ८, तो इस समीकरण से हमें यह प्राप्त होता हैः 


pla) = (ध - 4) q(a)+r 
= 7 


इस तरह प्रमेय सिद्ध हो जाती है। 
आइए हम इस परिणाम को एक अन्य उदाहरण पर लागू करें। 


उदाहरण 9 : ~+» - 24 +४+ । को «- | से भाग देने पर प्राप्त शेषफल ज्ञात कीजिए। 
हल : यहाँ, 7(0 5 ~+ 3 - 2:22 + + । है और ऋ- । का शून्यक | है। 
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p= +) -20+I+l=2 

अतः शेषफल प्रमेय के अनुसार +* + + - 2+ +++ । को (#- ]) से भाग देने पर शेषफल 

2 प्राप्त होता है। 

उदाहरण ।0 : जाँच कीजिए कि बहुपद 400) = 4/ + 4? -#- ।, 2४+ । का एक गुणज है। 


हल : जैसा कि आप जानते हैं कि 40) बहुपद 2! + । का गुणज केवल तब होगा जबकि 
2/+ से 40) को भाग देने पर कोई शेष न बचता हो। अब 2+ । = 0 लेने पर हमें यह प्राप्त 
होता हैः 


॥ 

| 

| 
+ 
Fs 
+ 

| 

| 
om 


अतः, 40७) को 2४+ | से भाग देने पर प्राप्त शेषफल 0 है। 
अतः, 2/+ | दिए हुए बहुपद 40) का एक गुणनखंड है अर्थात्‌ 40), 2: + | का एक गुणज 


है। 
प्रश्नावली 2.3 
।. +3+35+ | को निम्नलिखित से भाग देने पर शेषफल ज्ञात कीजिए: 
6) x+l 0) x— ~ (ii) x Gv) x+T (५) 5+ 2x 

2. 2% -०४+6४- को »-8 से भाग देने पर शेषफल ज्ञात कीजिए। 

3. जाँच कीजिए कि 7+3» 3५ +7» का एक गुणनखंड है या नहीं। 
2.5 बहुपदों,का गुणनखंडन 
आइए अब हम ऊपर के उदाहरण 0 की स्थिति पर ध्यानपूर्वक विचार करें। इसके अनुसार, 
क्योंकि शेषफल 4 5 | = 0 है, इसलिए 2/+ ], 40) का एक गुणनखंड है। अर्थात्‌ किसी 
बहुपद ४(/) के लिए, 


2020-2I 


48 गणित 


40) = (2/+ ]) ४0) होता है। 
यह नीचे दिए हुए प्रमेय की एक विशेष स्थिति हैः 


गुणनखंड प्रमेय : यदि (४) घात #> वाला एक बहुपद हो और ८ कोई वास्तविक संख्या 
हो, तो 
6) ४-७, 7) का एक गुणनखंड होता है, यदि (८) = 0 हो, और 
() (८) = 0 होता है, यदि + - ०, #(४) का एक गुणनखंड हो। 
उपपत्ति : शेषफल प्रमेय द्वारा, (2) = (४ - a) q(x) + p(a). 
6) यदि (८) = 0, तब #(0 = (४ - ०) 4४), जो दर्शाता है कि + - ८, ॥(४) का एक 
गुणनखंड है। 
() चूंकि + -,(४) का एक गुण ४-०, #(.) का एक गुणनखंड है, तो किसी बहुपद 
(®) के लिए 7(2) = (₹ - ०) ४८0 होगा। इस स्थिति में, (०) = (८ - 4) ६(4) = 0. 
उदाहरण ।। : जाँच कीजिए कि «+ 2 बहुपदों ७ + 3%? + 55+ 6 और 2४+ 4 का एक 
गुणनखंड है या नहीं। 


हल : ++2 का शून्यक -2 है। मान लीजिए 


pl) =X +34 +5++6 और ५) = 2४ +4 


तब, pK?) = (2) + 3(-2)? + 5(-2) +6 
=-8+I2-I0+6 
=0 
अतः गुणनखंड प्रमेय (Fct०" The०९m) के अनुसार » + 2, + + 3.2 + 5» + 6 का एक 
गुणनखंड है। 
पुनः, ४(-2) = 22) +4=0 


अतः ++ 2, 2४+4 का एक गुणनखंड है। वास्तव में, गुणनखंड प्रमेय लागू किए बिना ही आप 

इसकी जाँच कर सकते हैं, क्योंकि 2४ + 4 = 2(% + 2) है। 

उदाहरण ।2 : यदि + - ।, 4% +3४ -4४+# का एक गुणनखंड है, तो # का मान ज्ञात 

कोजिए। 

हल : क्योंकि + - ।, ॥() = 4% + 3%? - 4४ +# का एक गुणनखंड है, इसलिए 
?(]) = 0 होगा। 

अब, p= 40) +3()-4()+k 


2020-2I 


बहुपद्‌ 49 
इसलिए 4+3-4+k=0 

अर्थात्‌ k = -3 

अब हम घात 2 और घात 3 के कुछ बहुपदों के गुणनखंड ज्ञात करने के लिए गुणनखंड 
प्रमेय का प्रयोग करेंगे। 


आप +? + /४ + जैसे द्विघाती बहुपद के गुणनखंडन से परिचित हैं। आपने मध्य पद 
/* को ८४ + ७# में इस प्रकार विभक्त करके कि ० = हो, गुणनखंडन किया था। तब 
x +Iix+m=(x+4) (+0) प्राप्त हुआ था। अब हम 6८ +x +८, जहाँ ८ # 0 और a, 
४, ८ अचर हैं, के प्रकार के द्विघाती बहुपदों का गुणनखंडन करने का प्रयास करेंगे। 


मध्य पद को विभक्त करके बहुपद ०४? + + + ८ का गुणनखंडन निम्न प्रकार से होता 
हैः 
मान लीजिए इसके गुणनखंड (7४ + 4) और (7४ +5) हैं। तब, 
ax +bx+c=(pr+g)(rx+s=prx+(ps+g)x+gs 
* के गुणांकों की तुलना करने पर, हमें ८ = 7 प्राप्त होता है। 
इसी प्रकार, + के गुणांकों की तुलना करने पर, हमें ७ = ४ + 07 प्राप्त होता है। 
साथ ही, अचर पदों की तुलना करने पर, हमें ८ = ४ प्राप्त होता है। 


इससे यह पता चलता है कि 0 दो संख्याओं 5 और ५" का योगफल है, जिनका गुणनफल 
(90)(4/) = (Pr)(g5) = ८८ है। अतः ८५२ + ४४+ ८ का गुणनखंडन करने के लिए, हम ७ को 
ऐसी दो संख्याओं के योगफल के रूप में लिखते हैं जिनका गुणनफल ८८ हो। यह तथ्य नीचे 
दिए गए उदाहरण ॥3 से स्पष्ट हो जाएगा। 


उदाहरण ।3 : मध्य पद्‌ को विभक्त करके तथा गुणनखंड प्रमेय का प्रयोग करके 
6%? + ।7* + 5 का गुणनखंडन कीजिए। 


हल ।: (मध्य पद को विभक्त करके) : यदि हम ऐसी दो संख्याएँ » और ५ ज्ञात कर सकते 
हों जिससे कि 


?+4=।7 और = 6% 5 = 30 हो, तो हम गुणनखंड प्राप्त कर सकते हैं। 


अतः आइए हम 30 के गुणनखंड-युग्मों को ढूढ़ें। कुछ युग्म । और 30, 2 और ।5, 3 और 
0, 5 और 6 हैं। 


इन युग्मों में, हमें 2 और ।5 के युग्म से += ।7 प्राप्त होगा। 
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अतः 6x + IIx +5= 6४2 +(+l5)x+5 
= 6x’ +2x+lI5x+5 
= 2x(3x + I) + 53x + ]) 
= (3% + |) (x + 5) 

हल 2: (गुणनखंड प्रमेय को सहायता से): 


I7 5 
ox + [75४ + 5 ८ i + ब + ह | = 6 (2), मान लीजिए। यदि और b, px) 


के शून्यक हों, तो 6%? + 7+ + 5 = 6(% - 4) (४-४) है। अत: ८७ = होगा। आइए हम 


८ और & के लिए कुछ संभावनाएँ देखें। ये +_,+ व क्र + ड +] हो सकते हैं। अब 


iE }- (ड) # 0 है। परन्तु p| | 0 है। अत | (४) का एक 


2) 4 6 





गुणनखंड है। इसी प्रकार, जाँच करके आप यह ज्ञात कर सकते हैं कि [+ ए) का एक 
गुणनखंड है। 


2 

. 3%+] | ॥ 2x +5 | 
3 2 

= (3+ ]) (2x +5) 


इस उदाहरण के लिए, विभक्त करने की विधि का प्रयोग अधिक प्रभावशाली है। फिर भी, 
आइए हम एक और उदाहरण लें। 


अत I 5 
® Gx’ + IIx+5= {३+ |+) 





उदाहरण ।4: गुणनखंड प्रमेय की सहायता से )?- 5) +6 का गुणनखंडन कीजिए। 


हल : मान लीजिए () = ५? - 5/+ 6 है। अब, यदि ‰()) = (~) (५-0) हो, तो हम जानते 
हैं कि इसका अचर पद ८ होगा। अतः ८० = 6 है। इसलिए, /()) के गुणनखंड प्राप्त करने 
के लिए हम 6 के गुणनखंड ज्ञात करते हैं। 


6 के गुणनखंड ], 2 और 3 हैं। 
अब, /(2) = 2? - (5५2) + 6=0 
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इसलिए + -2, 7()) का एक गुणनखंड है। 

साथ ही, (3) =3?- (5५3) +6=0 

इसलिए, ५-3 भी ५-5+6का एक गुणनखंड है। 

अतः, + -5)+6=(-2) 0 - 3) 


ध्यान दीजिए कि मध्य पद -5» को विभक्त करके भी ५?-5++6 का गुणनखंडन किया 
जा सकता है। 


आइए अब हम त्रिघाती बहुपदों का गुणनखंडन करें। यहाँ प्रारंभ में विभक्त-विधि अधिक 
उपयोगी सिद्ध नहीं होगी। हमें पहले कम से कम एक गुणनखंड ज्ञात करना आवश्यक होता 
है, जैसा कि आप नीचे के उदाहरण में देखेंगे। 
उदाहरण 5 : + - 23? + ।42# - 20 का गुणनखंडन कीोजिए। 
हल : मान लीजिए ॥(%) = ५ - 23४2 + 42+ = 20 है। 
अब हम -।20 के सभी गुणनखंडों का पता लगाएँगे। इनमें कुछ गुणनखंड हैं: 
+, +2, +3, +4, +5, +6, ॐ8, ॐ]0, ॐ2, ॐ5; +20, +24, +30, +60 
जाँच करने पर, हम यह पाते हैं कि 7(!) = 0 है। अतः (५- ।), 7(%) का एक गुणनखंड है। 
अब हम देखते हैं कि ७ - 23%? + 42% - ]20 = ४0 - ४? - 222 + 22x + I20x - 20 

= »(% -]) ~ 22x(% - ]) + ।20(४ - ]) (क्यों?) 

= (x= |) (४? —22%+20) [(४- ]) को सर्वनिष्ठ लेकर] 
इसे 7(%) को (४- |) से भाग देकर भी प्राप्त किया जा सकता था। 


अब ५ - 22+ + ।20 का गुणनखंडन या तो मध्य पद को विभक्त करके या गुणनखड प्रमेय 
की सहायता से किया जा सकता है। मध्य पद को विभक्त करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 


x°’-22x+I20=x°-l2x-lI0x+I]20 
= x(x — 2) - IO - I2) 
= (x—l2)(- I0) 
अतः, x’ - 236 - ]42x- I20= (४- I) - I0)G - I2) 
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प्रन्‍्नावली 2.4 
।. बताइए कि निम्नलिखित बहुपदों में से किस बहुपद का एक गुणनखंड ++ । है। 
6) x +x’ +x+l (i) x‘+x+x+x+l 
Gi) x +35 +34 +x+] iv) me [2+ ४2)+0+ ४2 
2. गुणनखंड प्रमेय लागू करके बताइए कि निम्नलिखित स्थितियों में से प्रत्येक स्थिति में ४(०, 
70) का एक गुणनखंड है या नहीं: 
60) po)=2¥+x°-2x-l,go)=x+l 
GD #(०0 ८ +3x¥+3x+l,gw)=x+2 
(i) #(७) 5 - 402 + ४+ 6, 8(४) 5८४ - 3 
3. «का मान ज्ञात कीजिए जबकि निम्नलिखित स्थितियों में से प्रत्येक स्थिति में (= ]), #(0 
का एक गुणनखंड हो : 
60) po)=x+x+k (ii) De) = 2.0 Kit 4/3) 
(ii) pO) = kx? - 2 &+ (09०) pE)= kx - 30 + /€ 
4. गुणनखंड ज्ञात कीजिए: 
6) Ix -Tx+l Gi) 2x +Tx+3 
Gii) Gx + 5x6 (iv) 3x°-x—4 
5. गुणनखंड ज्ञात कीजिए: 
60) x -2x-x+2 (0) x - 3४: - 9४- 5 
Gi) ¥ + I3x?+32x+20 (iv) 2y+y?-2y-I 


2.6 बीजीय सर्वसमिकाएँ 


पिछली कक्षाओं में, आप यह पढ़ चुके हैं कि बीजीय सर्वसमिका (2।६९७८१।८ ।५९०४(क) एक 
बीजीय समीकरण होती है जो कि चरों के सभी मानों के लिए सत्य होती है। पिछली कक्षाओं 


में, 


आप निम्नलिखित बीजीय सर्वसमिकाओं का अध्ययन कर चुके हैं 

सर्वसमिका [... : (४+ 9) ८ ४7 + 279 + ४ 

सर्वसमिका | : (&- 9) ८ ४7 - 20५ + ४! 

सर्वसमिका ता : ४ - ४४ ८ (४+ 9) (४-9) 

सर्वसमिका IV : ¢ +a) (४+ 9) 5 | + (a+b)x+ ab 

इन बीजीय सर्वसमिकाओं में से कुछ का प्रयोग आपने बीजीय व्यंजकों के गुणनखंड ज्ञात 


करने में अवश्य किया होगा। आप इनकी उपयोगिता अभिकलनों (००mMए३४००५) में भी देख 
सकते हैं। 
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उदाहरण ।6 : उपयुक्त सर्वसमिकाओं का उपयोग करके निम्नलिखित गुणनफल ज्ञात 
कीजिए. : 
6) (४+ 3) x +3) (0) (४-3) (४+ 5) 
हल : 0) यहाँ हम सर्वसमिका] (४+ ५)? ८ + 2५५ + ५? का प्रयोग कर सकते हैं। इस 
सर्वसमिका में »-3 रखने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 
(४+ 3) (+3) = (x +3)? = 2? + 2(0(3) + (3)? 
=x +6x+9 
() सर्वसमिका ५ अर्थात्‌ (४+ ०) (२ + 0) = +? + (4 + ७)* + ० को लागू करने पर, हमें यह 
प्राप्त होता हैः 
(४-3) (६+ 5) 5 2+ (3+ 5)% + (-3)(5) 
=x +2x=I5 

उदाहरण ।7 : सीधे गुणा न करके ।05 » ।06 का मान ज्ञात कीजिए। 
हलः: 05%06= (00+5) % (I00 +6) 

= (00)? + (5 +6) (00) + (5 ५6) (सर्वसमिका 7४ लागू करके) 

= 0000+00+30 

= ]I30 
कुछ दिए हुए व्यंजकों का गुणनफल ज्ञात करने के लिए, हमने ऊपर बतायी गई कुछ 
सर्वसमिकाओं का प्रयोग किया है। ये सर्वसमिकाएँ बीजीय व्यंजकों का गुणनखंडन करने में 
भी उपयोगी होती हैं, जैसा कि आप नीचे दिए गए उदाहरण में देख सकते हैं। 
उदाहरण ॥8 : गुणनखंड ज्ञात कीजिए: 

(i) 494? + 704b + 250 (ii) रा क 
हल : () यहाँ आप यह देख सकते हैं कि 
49a? = 7a)’, 250? = (5b)?, 7049 = 2(7a) (5b) 

५२+ 2५५+)? के साथ दिए हुए व्यंजक की तुलना करने पर, हम यह पाते हैं कि += 7 
और + = 59 है। 
सर्वसमिका [ लागू करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 

49a? + 70ab + 2592 = (Ta + 5b)? = (Ta + 5b) (Ta + 5b) 
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< 2 2 2 2 
(वहा ४ 
4 9 (2 3 


सर्वसमिका | के साथ इसकी तुलना करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 
2 2 2 
25 2 _Y _[5 र y 
4 9 2 3 
ह| अक्ट हा क 
MR 3 


अभी तक हमारी सभी सर्वसमिकाएँ द्विपदों के गुणनफलों से संबंधित रही हैं। आइए अब हम 
सर्वसमिका को त्रिपद + + + + 2 पर लागू करें। हम सर्वसमिका ] लागू करके, (४ + + + 2)? 
का अभिकलन करेंगे। 
मान लीजिए ++) =४ है। तब, 
(&४+ » + 2) ८ (/ + 2) 
7 +2//+ 7 (सर्वसमिका | लागू करने पर) 











=(x+y) +20 +))2+7 (का मान प्रतिस्थापित करने पर) 
= +? + 24) + )? + 22 + 2८ + 2? (सर्वसमिका। लागू करने पर) 
=% +)? + 7? + 24) + 2)2 + 22*(पदों को विन्यासित करने पर) 
अतः हमें निम्नलिखित सर्वसमिका प्राप्त होती हैः 
सर्वसमिका 9 : (+y+z)=x’+y+Z+2xy+2yz+ 22४ 
टिप्पणी : हम दाएँ पक्ष के व्यंजक को बाएँ पक्ष के व्यंजक का प्रसारित रूप मानते हैं। 
ध्यान दीजिए कि (५+) + 2)? के प्रसार में तीन वर्ग पद और तीन गुणनफल पद 
हैं 
उदाहरण ।9 : (३८ + 4% + 5८)? को प्रसारित रूप में लिखिए। 
हल: दिए हुए व्यंजक की (४+ + +2)? के साथ तुलना करने पर, हम यह पाते हैं कि 
+= 36, » - 49 और 2 = 5८ 
अतः सर्वसमिका 9 लागू करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 
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(34 + 4b + 5)? = (34)? + (4b)? + (500? + 2(34)(49) + 2(4b)(Sc) + 2(5c)Ga) 
= 94° + 6b? + 25८: + 24ab + 40bc + 30ac 
उदाहरण 20 : (4८ - 2 - 3८)? का प्रसार कोजिए। 
हल : सर्वसमिका 9 लागू करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 
(4a — 2b - 3c) = [4a + (—2b) + (3c)F 
= (44)? + (2b)? + (-3८)? + 2(4a)(-2b) + 2(-20)(-3८) + 2(-3८)(4०) 
I6a° + 4b? + 9८४ - I6ab + l2bc - 24ac 


उदाहरण 2। : 4%? + )? + 2? - 4%) - 22 + 4४८ का गुणनखंडन कोजिए। 
हलः यहाँ 4% + y + 727 - 459 - 282 + 4&2 ८ (x) + Cy) + (7) + 2(22)(-9) 
+ 2Y)E) + 2(20(2) 
= [2* + (-)) + Z|? (सर्वसमिका ४ लागू करने पर) 
= (xy 5) 5 (2४-४9 + 2) (2४-५9 + 2) 
अभी तक हमने द्विघात पदों से संबंधित सर्वसमिकाओं का ही अध्ययन किया है। आइए अब 
हम सर्वसमिका] को (४+ +)? अभिकलित करने में लागू करें। यहाँ, 
(& + 9) ८ (४+ 9) (४ + 307 
= (x+y) + 25५9 + 9) 
न x(x + 259 + ७) + ॥(४/ + 289 + 97) 
=x +े 2079 + |४४ + ४9 + 2४97 Sy 
=x’ +े 3029 + 35४ + 9 
=x + 9 + 35५(४ + 9) 
अतः, हमें निम्नलिखित सर्वसमिका प्राप्त होती हैः 
सर्वसमिका शा : (४+ 9) ८ ४३ + ७३ + 3४9 (x+y) 
सर्वसमिका शा में + के स्थान पर -» रखने पर, हमें प्राप्त होता है: 
सर्वसमिका शा :(« - 99 ८ ४7 - ४४ - 3४४(४ -y) 
= x°- 3.05 + 3xy?- ए 
उदाहरण 22 : निम्नलिखित घनों को प्रसारित रूप में लिखिए: 
(i) (3a + 4b) (ii) (Sp - 34)? 
हल : ( (४+) के साथ दिए गए व्यंजक की तुलना करने पर हम, यह पाते हैं कि 
*= 34 और ५ = 4७ 
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अतः सर्वसमिका शा का प्रयोग करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 
(34 + 4b) = (34)? + (49)? + 3(34)(4b)(3a + 4b) 
= 2747 + 649? + ।08?b + ]444b? 
() (४-3) के साथ दिए हुए व्यंजक की तुलना करने पर, हम यह पाते हैं कि 
x = 5p और y= 34 
सर्वसमिका शा लागू करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 
Sp - 34) = Gp)’ - (34) - 3(5/)(34)(59 - 34) 
= I25p? - 274° - 2257/24 + 35pq’ 
उदाहरणा 23 : उपयुक्त सर्वसमिकाएँ प्रयोग करके, निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान ज्ञात 
कीजिए; 
6) (I04)° Gi) (999) 
हल : () यहाँ 
(I04) = (I00+4) 
= (I00) + (4) + 3(I00)(4)(I00 + 4) 
(सर्वसमिका शा का प्रयोग करने पर) 


= ]000000 +64 + 24800 
24864 


(9) यहाँ 
(999) = (I000 - ]) 
= (000) - (I) - 3(I000)(I)(I000 - I) 
(सर्वसमिका शा का प्रयोग करने पर) 
= 000000000 - । - 2997000 
997002999 
उदाहरण 24 : 8% + 27) + 36:29 + 54%? का गुणनखंडन कोजिए। 
हल: दिए हुए व्यंजक को इस प्रकार लिखा जा सकता हैः 
2x) + Gy) + 3(4x)Gy) + 3(2x)(9y") 
= (2.07 + (3y) + 322) (3y) + 32x) Gy)? 
= (+35) (सर्वसमिका शा का प्रयोग करने पर) 
= (2x + 39) (2x + 39) Cx + 39) 
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अब (४+) + 2) (४४ + )?+ 2? - ५ - ५2 - £0 का प्रसार करने पर, हमें गुणनफल इस रूप 
में प्राप्त होता हैः 
re के आ के ४-२७ - 3४ - <0 + (४ + 7 + </ - ४५४ - ४ - <0 
+े 2४ + ४7 + </ - ४५» - %४ - £०0 
सजी + 3७ +े 372 - ४५9 - ह४७८ - 2४ के ४9७ + » YZ - ४४४ - »£ - xyz 
+XZ+HYZ+HT - ४४४ -कर्श - x2 
=x +Y +2 - 300८2 (सरल करने पर) 
अतः, हमें निम्नलिखित सर्वसमिका प्राप्त होती हैः 
सर्वसमिका शा : # + J + 2 - 32 = (+ y +2) (४४ + ४१ + 2१ xy - 352 - 2४) 
उदाहरण 25 : 8४ + )? + 277 - ]8%)2 का गुणनखंडन कोजिए। 
हल : यहाँ, 
8x + y+ 272 - I8xy2Z 
= (2.07 + # + (32) 3(2x)0)(32) 
=(2x+y+32)[Ox + y+ 32) - (2.00) - ७)0(32) - (220(32)] 
८ (20 + 9» + 32) (4४2 + //+ 97 -- 2४५ - 39८ - 62) 


प्रश्नावली) 2.5 
।. उपयुक्त सर्वसमिकाओं को प्रयोग करके निम्नलिखित गुणनफल ज्ञात कीजिए: 
6) (४+4) (७+0) Gi) (४+ 8) (x—I0) Gii) (Gx+4) (3x5) 
3 3 
Gv) °+ 7 ) (४ - 7 ) (५) 3-22) 3+ 22) 
2. सीधे गुणा किए बिना निम्नलिखित गुणनफलों के मान ज्ञात कीजिए: 
6) 03xI07 Gi) 95x96 (ii) 04 x96 


3. उपयुक्त सर्वसमिकाएँ प्रयोग करके निम्नलिखित का गुणनखंडन कीजिए: 


2 


@ 9४2 +6xy+y? (i) 4/४-49+ Gil) x? - i 

4. उपयुक्त सर्वसमिकाओं का प्रयोग करके निम्नलिखित में से प्रत्येक का प्रसार कीजिए: 
60) +2y+42) GD Cx-y+2)? (iii) —2x+3y+22)? 
(iv) Ga-7b- 0)? (v) (-2%+ 59-32)? (vi) |; fo : b+ | 
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I0. 


II. 


I2. 


3. 
4. 


I5. 


गणित 
गुणनखंडन कीजिए: 
60) 4¥+9y°+ I62 + I2xy-—24yz- I6xz 


(i 2x +y?+82- 2 ५2 xy+ 4N2 YZ - 8XZ 
निम्नलिखित घनों को प्रसारित रूप में लिखिए: 


@ Qx+l) Gi) (2a —3b) 
3 2 3 
(iii) | + | (iv) | = र | 
उपयुक्त सर्वसमिकाएँ प्रयोग करके निम्नलिखित के मान ज्ञात कीजिए: 
0) (99) Gi) (I02) (iii) (9987 
निम्नलिखित में से प्रत्येक का गुणनखंडन कीजिए: 
@) 8d + b+ I24°b + 660? Gi) 8a - b? - [26% + Gab? 
Gi) 27 — I25a - I354+ 22547 (iv) 6467 -27b?— 44a°b + I084b? 





l 9 l 
277? हज 
(९०) 277 न ठ7 र 


सत्यापित कीजिए: () + + y=(+y)C-xy+y) 0) »&- ७ ८ (४- 9) (४४ + ४५+ ४7) 
निम्नलिखित में से प्रत्येक का गुणनखंडन कीजिए: 

6) 27y° + 252° (ii) 64m? - 343#7 
[संकेतः देखिए प्रश्न 9] 
गुणनखंडन कीजिए: 272 +) + 23 - 9) 2 
सत्यापित कीजिए: +3 + + 2 - 3) 2 = न c++ 0-2 +% (67% | 
यदि ५+) +2=0 हो, तो दिखाइए कि + +) + 23 = 3.0८ है। 
वास्तव में घनों का परिकलन किए बिना निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए: 
6) IP+0+(5) Gi) (28) + (I5) + (I3) 


नीचे दिए गए आयतों, जिनमें उनके क्षेत्रफल दिए गए हैं, में से प्रत्येक की लंबाई और चौडाई 
के लिए संभव व्यंजक दीजिए: 


| क्षेत्रफल : 25? - 35८ + ।2 | | क्षेत्रफल : 35)? + ।3+ -2 | 


() Gi) 
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6. घनाभों (८०७००४), जिनके आयतन नीचे दिए गए हैं कि, विमाओं के लिए संभव व्यंजक क्या 


हैं? 


| आयतन : 3+? - ।2% | | आयतन: 2y? + 6ky - 20% | 


G6) Gi) 


2.7 सारांश 


इस अध्याय में, आपने निम्नलिखित बिंदुओं का अध्ययन किया हैः 


l. 


> छएछ खो के का SP 


Il. 


I2. 
3. 
4. 
l5. 


एक चर वाला बहुपद #(७ निम्न रूप का + में एक बीजीय व्यंजक हैः 
pl =ax'+a, mT +...+am+ax+a, 


जहाँ छकनक अचर हैं और 4,ॐ0 है। ८ है, ०,, - - > क्रमकः 4,२... के 


0? l t 2? 
गुणांक हैं और # को बहुपद की घात कहा जाता है। प्रत्येक 4,२", 6, , +", ..., 4, जहाँ 
4, * 0, को बहुपद (५) का पद कहा जाता है। 


एक पद वाले बहुपद को एकपदी कहा जाता है। 

दो पदों वाले बहुपद को द्विपद कहा जाता है। 

तीन पदों वाले बहुपद को त्रिपद कहा जाता है। 

एक घात वाले बहुपद को रैखिक बहुपद कहा जाता है। 

दो घात वाले बहुपद को द्विघाती बहुपद कहा जाता है। 

तीन घात वाले बहुपद को त्रिघाती बहुपद कहा जाता है। 

वास्तविक संख्या ८”, बहुपद (+) का एक शून्यक होती है, यदि (८) = 0 हो। 


एक चर में प्रत्येक रैखिक बहुपद का एक अद्वितीय शून्यक होता है। एक शून्येतर अचर बहुपद 
का कोई शून्यक नहीं है और प्रत्येक वास्तविक संख्या शून्य बहुपद का एक शून्यक होती है। 


. शेषफल प्रमेय: यदि (४), एक से अधिक या एक के बराबर घात वाला एक बहुपद हो, और 


ए) को रैखिक बहुपद +-८ से भाग दिया गया हो, तो शेषफल (८) होता है। 

यदि 7(८) = 0 हो, तो +८ बहुपद्‌ (५) का एक गुणनखंड होता है और यदि + - ८, (४) का 
एक गुणनखंड हो, तो /(८) = 0 होता है। 

QC+y+2) =x Fy + //+ 2.09 + 22+ 22% 


(४+ 9) =x + ७ + 350/(४+ 3) 





(४-3) =x -- 300/(४-)) 
XN+HY HT -30025(७४+ /+ 5) (४४ + ै+ </-४५- »८- 20) 
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